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SEGUROS DIFERIDOS

 Produtos atuariais.
 Seguros de vida vitalício, seguro de vida temporário, seguro dotal puro

e seguro dotal.

 Em alguns casos o segurado pode querer que a vigência se
inicie alguns anos após a assinatura do contrato de seguro.

 O valor que a seguradora deverá gastar, em média, com o
segurado cujo produto começará a vigorar daqui a “𝑚” anos.



SEGUROS  Vida vitalícios DIFERIDOS

Pensemos, inicialmente, no seguro de vida vitalício que
paga 1 𝑢. 𝑚. Ao final do momento de morte do
segurado.

Porém, esse seguro de vida começará a vigorar após “𝑚”
anos.

𝑏 = ቊ
0  , 𝑡 = 0, 1, 2, … , 𝑚 − 1
1 , 𝑡 = 𝑚, 𝑚 + 1, 𝑚 + 2, …

𝑍் = ቊ
𝑣்ାଵ, 𝑇 = 𝑚, 𝑚 + 1, 𝑚 + 2, …

0,    caso contrário



Caso em que 𝑇௫ é discreto:

𝑏 = ቊ
0  , 𝑡 < 𝑚
1 , 𝑡 ≥ 𝑚

𝑍்ೣ = ቊ
𝑣்ାଵ  , 𝑇 ≥ 𝑚

0, caso contrário

 ௠|𝐴௫ = 𝐸 𝑍் = ෍ 𝑣௝ାଵ ௝𝑝௫𝑞௫ା௝

ఠି௫

௝ୀ௠

SEGUROS  Vida vitalícios DIFERIDOS



Fazendo 𝑗 = 𝑚 + 𝑡, tem-se:

 ௠|𝐴௫ = ෍ 𝑣௝ାଵ ௝𝑝௫𝑞௫ା௝

ఠି௫

௝ୀ௠

= ෍ 𝑣௠ା௧ାଵ ௠ା௧𝑝௫𝑞௫ା௠ା௧

ఠି௫ି௠

௧ୀ଴

Lembrando que  ௠ା௧𝑝௫ =  ௠ 𝑝௫  ×  ௧ 𝑝௫ା௠ , então:

 ௠|𝐴௫ = ෍ 𝑣௠ା௧ାଵ ௠𝑝௫  ௧𝑝௫ା௠ 𝑞௫ା௠ା௧

ఠି௫ି௠

௧ୀ଴

 ௠|𝐴௫ = 𝑣௠ ௠𝑝௫ ෍ 𝑣௧ାଵ ௧𝑝(௫ା௠)𝑞(௫ା௠)ା௧

ఠି௫ି௠

௧ୀ଴

 ௠|𝐴௫ = 𝐴௫:௠|భ𝐴௫ା௠

SEGUROS  Vida vitalícios DIFERIDOS



 ௠|𝐴௫ = 𝑣௠ ௠𝑝௫𝐴௫ା௠

É, na verdade, o seguro de vida vitalício trazido a valor presente
atuarial a data de hoje.

 ௠|𝐴௫ =  ௠ 𝐸௫𝐴௫ା௠

Valor presente diferido por 𝑚 anos

Seguro de vida dotal puro para uma 
pessoa de 𝑥 anos  (𝐴௫:௠|భ) 

Seguro de vida vitalício para uma pessoa de idade 𝑥 + 𝑚

SEGUROS  Vida vitalícios DIFERIDOS



Outra forma de cálculo do mesmo seguro seria:

 ௠|𝐴௫ = 𝐴௫ − 𝐴௫భ:௠|

Valor presente diferido por 𝑚 anos

Seguro de vida vitalício para uma pessoa 
de idade 𝑥

Seguro temporário  por 𝑚 anos, para uma pessoa de idade 𝑥.

SEGUROS  Vida vitalícios DIFERIDOS



Demonstração:
𝐴௫ = ෍ 𝑣௧ାଵ ௧𝑝௫𝑞௫ା௧ 

ఠି௫

௧ୀ଴

𝐴௫ = ෍ 𝑣௧ାଵ ௧𝑝௫𝑞௫ା௧ 

௠ିଵ

௧ୀ଴

+ ෍ 𝑣௧ାଵ ௧𝑝௫𝑞௫ା௧ 

ఠି௫

௧ୀ௠

𝐴௫ = 𝐴௫భ:௠| +  ௠|𝐴௫

 ௠|𝐴௫ = 𝐴௫ − 𝐴௫భ:௠|



EXEMPLO 1:Pensemos no caso de uma pessoa (mulher) de 25 anos que
deseja fazer um seguro vitalício, com 3 anos de carência. Considere a taxa de
juros de 4% ao ano, o benefício unitário e as seguintes probabilidade de morte
e então calcule o prêmio puro único:

x 𝑞௫ 𝑝௫ 𝑙௫

25 0,00037 0,99963 100000

26 0,00039 0,99961 99963

27 0,00040 0,99960 99924,01

28 0,00042 0,99958 99884,04

29 0,00044 0,99956 99842,09

30 0,00045 0,99955 99798,16

31 0,00046 0,99954 99753,25

32 0,00048 0,99952 99707,37

33 0,00049 0,99951 99659,51

34 0,00050 0,99950 99610,67

35 0,00052 0,99948 99560,87

𝐴ଶହ ≈ 0,1079694



EXEMPLO 1:Pensemos no caso de uma pessoa (mulher) de 25 anos que deseja
fazer um seguro vitalício, com 3 anos de carência. Considere a taxa de juros de
4% ao ano, o benefício unitário e as seguintes probabilidade de morte e então
calcule o prêmio puro único:

x 𝑞௫ 𝑝௫ 𝑙௫

25 0,00037 0,99963 100000

26 0,00039 0,99961 99963

27 0,00040 0,99960 99924,01

28 0,00042 0,99958 99884,04

29 0,00044 0,99956 99842,09

30 0,00045 0,99955 99798,16

31 0,00046 0,99954 99753,25

32 0,00048 0,99952 99707,37

33 0,00049 0,99951 99659,51

34 0,00050 0,99950 99610,67

35 0,00052 0,99948 99560,87

𝐴ଶହ = 0,1079694

 ଷ|𝐴ଶହ = 𝐴ଶହ − 𝐴ଶହభ:ଷ|ഥ

𝐴ଶହభ:ଷ|ഥ = ෍ 𝑣௧ାଵ ௧𝑝ଶହ𝑞ଶହା

ଶ

௧ୀ଴

≈ 0,0010715

 ଷ|𝐴ଶହ ≈ 0,1079694 − 0,0010715

 ଷ|𝐴ଶହ ≈ 0,106978



Para o caso em que 𝑇௫ é discreto:

𝑏 = ቊ
0 , 𝑡 < 𝑚
1 , 𝑡 ≥ 𝑚

 𝑍்ೣ = ቊ
𝑣்ାଵ, 𝑇 ≥ 𝑚

0 , caso contrário

 ௠|𝐴௫ = ෍ 𝑣௧ାଵ ௧𝑝௫𝑞௫ା௧

ఠି௫

௧ୀ௠

 ௠|𝐴௫ = 𝑣௠ ௠𝑝௫𝐴௫ା௠

 ௠|𝐴௫ = 𝐴௫ − 𝐴௫భ:௠|
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Para um seguro de uma pessoa de 𝑥 anos, seja diferido por “m”
anos como será o valor presente atuarial caso o seguro também
seja:

a) Temporário por “n” anos.

b) Seguro dotal puro.

Dado que 𝑏 = 1 e 𝑇௫ discreto.



Para um seguro de uma pessoa de 𝑥 anos, seja diferido por “m”
anos como será o valor presente atuarial caso o seguro também
seja:

a) Temporário por “n” anos.

Resp.:

O seguro temporário por 𝑛 para uma pessoa de 𝑥 anos (caso
discreto)

𝐴௫భ:௡| = ∑ 𝑣௧ାଵ௡ିଵ
௧ୀ଴  ௧ 𝑝௫𝑞௫ା௧

 Temporário

 ௠|𝐴௫భ:௡| = ෍ 𝑣௧ାଵ ௧𝑝௫𝑞௫ା௧

(௠ା௡)ିଵ

௧ୀ௠



Fazendo 𝑡 = 𝑚 + 𝑙, então:

 ௠|𝐴௫భ:௡| = ෍ 𝑣௠ା௟ାଵ (௠ା௟)𝑝௫𝑞௫ା(௠ା௟)

௡ିଵ

௟ୀ଴

= 𝑣௠ ෍ 𝑣௟ାଵ (௠ା௟)𝑝௫𝑞௫ା(௠ା௟)

௡ିଵ

௟ୀ଴

 ௠|𝐴௫భ:௡| = 𝑣௠ ෍ 𝑣௟ାଵ ௠𝑝௫  ௟𝑝௫ା௠ 𝑞௫ା௠ା௟

௡ିଵ

௟ୀ଴

 ௠|𝐴௫భ:௡| = 𝑣௠ ௠𝑝௫ ෍ 𝑣௟ାଵ    ௟𝑝(௫ା௠) 𝑞(௫ା௠)ା௟

௡ିଵ

௟ୀ଴

 ௠|𝐴௫భ:௡| = 𝑣௠ ௠𝑝௫𝐴 ௫ା௠ భ:௡|

 ௠|𝐴௫భ:௡| = 𝐴௫భ:௠ା௡| − 𝐴௫భ:௠|



Para um seguro de uma pessoa de 𝑥 𝑎nos, seja diferido por “m”
anos como será o valor presente atuarial caso o seguro também
seja:

b) Seguro dotal puro.

Resp.:

O dotal puro por 𝑛 para uma pessoa de 𝑥 anos (caso
discreto) .

𝐴௫:௡|భ = 𝑣௡ ௡𝑝௫

 Dotal Puro

 ௠|𝐴௫:௡|భ
 

= 𝑣௠ ௠𝑝௫𝐴௫ା௠:௡|భ = 𝑣௠ ௠𝑝௫(𝑣௡ ௡𝑝௫ା௠)

 ௠|𝐴௫:௡|భ
 

= 𝑣௠ା௡ ௠𝑝௫ ௡𝑝௫ା௠ = 𝑣௠ା௡ ௠ା௡𝑝௫

𝐴௫:௡ା௠|భ



𝑍் = ቊ
𝑣்ାଵ, 𝑇 ≥ 𝑚

0, caso contrário

 ௠|𝐴௫ = ∑ 𝑣௧ାଵ ௧𝑝௫𝑞௫ା௧
ఠି௫
௧ୀ௠

 ௠|𝐴௫ = 𝑣௠ ௠𝑝௫𝐴௫ା௠

 ௠|𝐴௫ = 𝐴௫ − 𝐴௫భ:௠|

SEGURO de  Vida vitalício 
DIFERIDO

𝑍் = ቊ
𝑣்ାଵ ,    𝑚 ≤ 𝑇 < 𝑚 + 𝑛

0, caso contrário

 ௠|𝐴௫భ:௡| = ෍ 𝑣௧ାଵ ௧𝑝௫𝑞௫ା௧

௠ା௡ିଵ

௧ୀ௠

 ௠|𝐴௫భ:௡| = 𝑣௠ ௠𝑝௫𝐴 ௫ା௠ భ:௡|

 ௠|𝐴௫భ:௡| = 𝐴௫భ:௠ା௡| − 𝐴௫భ:௠|

SEGURO de  Vida 
temporário DIFERIDO



SEGURO Dotal Misto DIFERIDO

𝑍் = ቊ
𝑣்ାଵ ,    𝑚 ≤ 𝑇 < 𝑚 + 𝑛

𝑣௠ା௡,       T ≥ 𝑚 + 𝑛

 ௠|𝐴௫:௡| =  ௠|𝐴௫భ:௡| + 𝐴௫:௡ା௠|భ

 ௠|𝐴௫భ:௡| = ෍ 𝑣௧ାଵ ௧𝑝௫𝑞௫ା௧

௠ା௡ିଵ

௧ୀ௠

 ௠|𝐴௫భ:௡| = 𝑣௠ ௠𝑝௫𝐴 ௫ା௠ భ:௡|

 ௠|𝐴௫భ:௡| = 𝐴௫భ:௠ା௡| − 𝐴௫భ:௠|

 ௠|𝐴௫:௡|భ
 

= 𝑣௠ା௡ ௠ା௡𝑝௫



EXEMPLO 2: Uma pessoa de 25 anos deseja fazer um seguro com
benefício unitário que tenha cobertura de 5 anos, com 3 anos de
carência. Considere a taxa de juros de 4% ao ano e a tábua AT-49
e então calcule o prêmio puro único.

𝑥 𝑞௫ 𝑝௫ 𝑙௫

25 0,00077 0,99923 100000

26 0,00081 0,99919 99923

27 0,00085 0,99915 99842

28 0,00090 0,99910 99757

29 0,00095 0,99905 99667

30 0,00100 0,99900 99572

31 0,00107 0,99893 99472

32 0,00114 0,99886 99365

33 0,00121 0,99879 99251

34 0,00130 0,99870 99131

35 0,00139 0,99861 99002



Logo queremos calcular ଷ|𝐴ଶହభ:ହ|ഥ

𝑍
మ்ఱ

= ൞
1

1 + 0,04

்ାଵ

, 3 ≤ 𝑇 < 8

0 , caso contrário

Idade                                                                                                                        𝑞௑ =ଵ 𝑞௫  ଵ𝑝௫ = 1 −  ଵ 𝑞௫
𝑙௫ =

𝑙௫ାଵ 

𝑝௫ 

25 0,00077 0,99923 100000

26 0,00081 0,99919 99923

27 0,00085 0,99915 99842

28 0,00090 0,99910 99757

29 0,00095 0,99905 99667

30 0,00100 0,99900 99572

31 0,00107 0,99893 99472

32 0,00114 0,99886 99365

33 0,00121 0,99879 99251

34 0,00130 0,99870 99131

35 0,00139 0,99861 99002

 ௠|𝐴௫భ:௡| = ෍ 𝑣௧ାଵ ௧𝑝௫𝑞௫ା௧

(௠ା௡)ିଵ

௧ୀ௠

 ଷ|𝐴ଶହభ:ହ|ഥ = ෍
1

1,04

௧ାଵ

 ௧𝑝ଶହ𝑞ଶହା௧

(ଷାହ)ିଵ

௧ୀଷ

 ௠|𝐴௫భ:௡| = 𝑣௠ ௠𝑝௫𝐴௫భା௠:௡|

 ଷ|𝐴ଶହభ:ହ|ഥ =
1

1,04

ଷ

 ଷ𝑝ଶହ ෍
1

1,04

௧ାଵ

 ௧𝑝ଶ଼𝑞ଶ଼ା௧

ହିଵ

௧ୀ଴



𝐸 𝑍்

𝑍் = 𝑣்ାଵ, 𝑇 ≥ 0

𝑨𝒙 = ∑ 𝑍் 𝒕𝒑𝒙𝒒𝒙ା𝒕
ஶ
𝒕ୀ𝟎

𝑍் = 𝑒ିఋ், 𝑇 ≥ 0

𝑨ഥ𝒙 = න 𝑍் 𝒕𝒑𝒙𝝁(𝒙 + 𝒕)𝒅𝒕
ஶ

𝟎

𝑍் = 𝑒ିఋ், 0 ≤ 𝑇 ≤ 𝑛

𝑨ഥ𝒙𝟏:𝒏| = ∫ 𝑍் 𝒕𝒑𝒙𝝁(𝒙 + 𝒕)𝒅𝒕
𝒏

𝟎

𝑧் = ൝
𝑒ିఋ்  

 , 𝑇 < 𝑛

eିఋ௡    , 𝑇 ≥ 𝑛

𝑨ഥ𝒙:𝒏| = 𝑨ഥ𝒙𝟏:𝒏| + 𝐴̅𝒙:𝒏|𝟏𝑍் = 𝑣୘ାଵ , 𝑇 ≥ 𝑚

 𝒎|𝑨𝒙 = ෍ 𝑍் 𝒕𝒑𝒙𝒒𝒙ା𝒕

ஶ

𝒕ୀ𝒎

 𝒎|𝑨𝒙 = 𝒗𝒎 𝒎𝒑𝒙𝑨𝒙ା𝒎

 𝒎|𝑨𝒙 = 𝑨𝒙 − 𝑨𝒙𝟏:𝒎|

𝑍் = ቊ
𝑣୘ାଵ  , 𝑚 ≤ 𝑇 < 𝑚 + 𝑛

0,             𝑐. 𝑐.

 𝒎|𝑨𝒙𝟏:𝒏| = ෍ 𝑍் 𝒕𝒑𝒙𝒒𝒙ା𝒕

𝒎ା𝒏ି𝟏

𝒕ୀ𝒎

 𝒎|𝑨𝒙𝟏:𝒏| = 𝒗𝒎 𝒎𝒑𝒙𝑨𝒙𝟏ା𝒎:𝒏|

 𝒎|𝑨𝒙𝟏:𝒏| = 𝑨𝒙𝟏:𝒎ା𝒏| − 𝑨𝒙𝟏:𝒎|

𝑷 𝑻𝒙 = 𝒕 =  𝒕 𝒑𝒙 𝒒𝒙ା𝒕

𝒇𝑻𝒙
𝒕 =  𝒕 𝒑𝒙 𝝁(𝒙 + 𝒕)

𝑍் = ቐ
𝑒ିఋ௡, 𝑇 ≥ 𝑛

 
0 , 𝑇 < 𝑛

𝐴̅𝒙:𝒏|𝟏 = 𝑍் 𝒏𝒑𝒙

𝑍் = ቊ
𝑣்ାଵ, 𝑇 = 0,1,2, … , 𝑛 − 1 

0, 𝑇 = 𝑛, 𝑛 + 1, ... 
𝑨𝒙𝟏:𝒏| = ∑ 𝑍் 𝒕𝒑𝒙𝒒𝒙ା𝒕

𝒏ି𝟏
𝒕ୀ𝟎

𝑍் = ቐ
𝑣௡, 𝑇 = 𝑛, 𝑛 + 1 … .

 
0 , 𝑇 = 0,1,2, … , 𝑛 − 1

𝑨𝒙:𝒏|𝟏 = 𝑍் 𝒏𝒑𝒙

𝑧் = ቊ
𝑣்ାଵ , 𝑇 = 0,1, … , 𝑛 − 1

𝑣௡    , 𝑇 = 𝑛, 𝑛 + 1, …                  

𝑨𝒙:𝒏| = 𝑨𝒙𝟏:𝒏| + 𝑨𝒙:𝒏|𝟏

𝑒଴ = ෍ 𝑡 ௧𝑝௫𝑞௫ା௧

ఠି௫

௧ୀ଴

𝑒଴ = න 𝑡𝑓
ೣ

𝑡 𝑑𝑡

ఠି௫

଴



SEGUROS  VIDA DIFERIDOS – pago no momento da morte

O valor presente atuarial vitalício diferido é :

𝑏 = ቊ
0  , 𝑡 < 𝑚
1 , 𝑡 ≥ 𝑚

𝑍்ೣ = 𝑒ିఋ், 𝑇 ≥ 𝑚

 ௠|𝐴̅௫ = න 𝑒ିఋ௧𝑓
ೣ

𝑡 𝑑𝑡
ஶ

௠

O valor presente atuarial temporário diferido é

𝑏 = ቊ
0,                   𝑡 < 𝑚
1,  𝑚 ≤ 𝑡 ≤ 𝑚 + 𝑛

𝑍்ೣ = 𝑒ିఋ், 𝑚 ≤ 𝑇 ≤ 𝑚 + 𝑛

 ௠|𝐴̅௫భ:௡ത| = න 𝑒ିఋ௧𝑓
ೣ

𝑡 𝑑𝑡
௠ା௡

௠



EXEMPLO 3: Determine o valor do prêmio puro único a
ser cobrado por um segurado que deseja contratar um
seguro que pague 1 𝑢. 𝑚. no momento da morte, após 10
anos de carência. Considere que o tempo de vida
adicional desse segurado tenha a seguinte função de
densidade.

𝑓 𝑡 = 0,04𝑒ି଴,଴ସ , t > 0

Considere também 𝛿 = 0,06.



EXEMPLO 3

 ଵ଴|𝐴̅௫ = න 𝑒ି଴,଴଺௧0,04𝑒ି଴,଴ସ 𝑑𝑡
ஶ

ଵ଴

= න 0,04𝑒ି଴,ଵ௧𝑑𝑡
ஶ

ଵ଴

 ଵ଴|𝐴̅௫ = 𝑙𝑖𝑚
௧→ஶ

−
0,04

0,1
𝑒ି଴,ଵ௧ +

0,04

0,1
𝑒ି଴,ଵ(ଵ଴)

 ଵ଴|𝐴̅௫ ≈ 0,147



EXEMPLO 4: Pensemos no caso de uma pessoa de 25 anos que
deseja fazer um seguro temporário por 5 anos, com 3 anos de
carência. Considere uma taxa de juros de 4% ao ano e as seguintes
probabilidade de morte e calcule o prêmio puro único:

 ଷ|𝐴ଶହభ:ହ|ഥ = ෍ 𝑣௝ାଵ ௝𝑝ଶହ𝑞ଶହା௝

ହାଷ ିଵ

௝ୀଷ

 ଷ|𝐴ଶହభ:ହ|ഥ = 𝑣ଷ ଷ𝑝ଶହ𝐴ଶ଼భ:ହ|ഥ

 ଷ|𝐴ଶହభ:ହ|ഥ = 𝐴ଶହభ∶ହାଷ| − 𝐴ଶହభ:ଷ|ഥ

Idade 𝒒𝑿

25 0,00077

26 0,00081

27 0,00085

28 0,00090

29 0,00095

30 0,00100

31 0,00107

32 0,00114

33 0,00121

34 0,00130

35 0,00139



AX<-function(i,idade,n,b,k){
if(n==0){
Ax<-0

} else{
v <- (1/(i+1))^(k*(1:n))
if(n==1){

pxx<-1
}else{ pxx <- c(1, cumprod( px[(idade+1):(idade+n-1)]) )}
qxx <- c(qx[(idade+1):(idade+n)])
Ax <- b* sum(v*pxx*qxx)}

return (Ax)
}
#-------------------------------------------------
dotal<-function(i,idade,n,b){
V <- 1/(i+1)^n
if(n==0){npx<-1}else{
npx <- prod( px[(idade+1):(idade+n)])}
Dt<- V*npx*b
return(Dt)

}



EXEMPLO 4: Pensemos no caso de uma pessoa de 25 anos que
deseja fazer um seguro temporário por 5 anos, com 3 anos de
carência. Considere uma taxa de juros de 4% ao ano e as seguintes
probabilidade de morte e calcule o prêmio puro único:

 ଷ|𝐴ଶହభ:ହ|ഥ = 𝑣ଷ ଷ𝑝ଶହ𝐴ଶ଼భ:ହ|ഥ

dotal(0.04,25,3,1) × AX(0.04,28,5,1,1)

 ଷ|𝐴ଶହభ:ହ|ഥ = 𝐴ଶହభ∶ହାଷ| − 𝐴ଶହభ:ଷ|ഥ

AX(0.04,25,8,1,1) –AX(0.04,25,3,1,1)

Idade 𝒒𝑿

25 0,00077

26 0,00081

27 0,00085

28 0,00090

29 0,00095

30 0,00100

31 0,00107

32 0,00114

33 0,00121

34 0,00130

35 0,00139



EXEMPLO 5: Pensemos no caso de uma pessoa de 25 anos que
deseja fazer um seguro vitalício, com 3 anos de carência. Considere
uma taxa de juros de 4% ao ano e as seguintes probabilidade de
morte e calcule o prêmio puro único:

 ଷ|𝐴ଶହ = 𝑣ଷ ଷ𝑝ଶହ𝐴ଶ଼

dotal( 0.04,25,3,1) ×AX(0.04,28,max(Idade)-28,1,1)

 ଷ|𝐴ଶହ = 𝐴ଶହ − 𝐴ଶହభ:ଷ|ഥ

AX(0.04,25,max(Idade)-25,1,1)-AX(0.04,25,3,1,1)



𝐸 𝑍்

𝑍் = 𝑣்ାଵ, 𝑇 ≥ 0

𝐴௫ = ∑ 𝑍் ௧𝑝௫𝑞௫ା௧
ஶ
௧ୀ଴

𝑍் = 𝑒ିఋ், 𝑇 ≥ 0

𝑨ഥ𝒙 = න 𝑍் 𝒕𝒑𝒙𝝁(𝒙 + 𝒕)𝒅𝒕
ஶ

𝟎

𝑍் = 𝑒ିఋ், 0 ≤ 𝑇 ≤ 𝑛

𝑨ഥ𝒙𝟏:𝒏| = ∫ 𝑍் 𝒕𝒑𝒙𝝁(𝒙 + 𝒕)𝒅𝒕
𝒏

𝟎

𝑧் = ൝
𝑒ିఋ்  

, 𝑇 ≤ 𝑛

eିఋ௡  , 𝑇 > 𝑛

𝑨ഥ𝒙:𝒏| = 𝑨ഥ𝒙𝟏:𝒏| + 𝐴̅𝒙:𝒏|𝟏

𝑍் = 𝑣୘ାଵ  , 𝑇 ≥ 𝑚

 𝒎|𝑨𝒙 = ෍ 𝑍் 𝒕𝒑𝒙𝒒𝒙ା𝒕

ஶ

𝒕ୀ𝒎

 𝒎|𝑨𝒙 = 𝒗𝒎 𝒎𝒑𝒙𝑨𝒙ା𝒎

 𝒎|𝑨𝒙 = 𝑨𝒙 − 𝑨𝒙𝟏:𝒎|

𝑍் = 𝑒ିఋ், 𝑇 ≥ 𝑚

 𝒎|𝑨ഥ𝒙 = ∫ 𝑍் 𝒕𝒑𝒙𝝁(𝒙 + 𝒕)𝒅𝒕
ஶ

𝒎

𝑍் = 𝑒ିఋ்  , 𝑚 ≤ 𝑇 ≤ 𝑚 + 𝑛

 𝒎|𝑨ഥ𝒙𝟏:𝒏ഥ| = ∫ 𝑒ିఋ் 𝒕𝒑𝒙𝝁(𝒙 + 𝒕)𝒅𝒕
𝒎ା𝒏

𝒎

𝑷 𝑻𝒙 = 𝒕 =  𝒕 𝒑𝒙 𝒒𝒙ା𝒕

𝒇𝑻𝒙
𝒕 =  𝒕 𝒑𝒙 𝝁(𝒙 + 𝒕)

𝑍் = ቐ
𝑒ିఋ௡, 𝑇 ≥ 𝑛

 
0 , 𝑇 < 𝑛

𝐴̅𝒙:𝒏|𝟏 = 𝑍் 𝒏𝒑𝒙

𝑍் = ቊ
𝑣்ାଵ, 𝑇 = 0,1,2, … , 𝑛 − 1 

0, 𝑇 = 𝑛, 𝑛 + 1, ... 
𝑨𝒙𝟏:𝒏| = ∑ 𝑍் 𝒕𝒑𝒙𝒒𝒙ା𝒕

𝒏ି𝟏
𝒕ୀ𝟎

𝑧் = ቊ
𝑣்ାଵ , 𝑇 = 0,1, … , 𝑛 − 1

𝑣௡    , 𝑇 = 𝑛, 𝑛 + 1, …                  

𝑨𝒙:𝒏| = 𝑨𝒙𝟏:𝒏| + 𝑨𝒙:𝒏|𝟏

𝑍் = ቐ
𝑣௡, 𝑇 = 𝑛, 𝑛 + 1 … .

 
0 , 𝑇 = 0,1,2, … , 𝑛 − 1

𝑨𝒙:𝒏|𝟏 = 𝑍் 𝒏𝒑𝒙

𝑍் = ቊ
𝑣୘ାଵ  , 𝑚 ≤ 𝑇 < 𝑚 + 𝑛

0,             𝑐. 𝑐.

 𝒎|𝑨𝒙𝟏:𝒏| = ෍ 𝑍் 𝒕𝒑𝒙𝒒𝒙ା𝒕

𝒎ା𝒏ି𝟏

𝒕ୀ𝒎

 𝒎|𝑨𝒙𝟏:𝒏| = 𝒗𝒎 𝒎𝒑𝒙𝑨𝒙𝟏ା𝒎:𝒏|

 𝒎|𝑨𝒙𝟏:𝒏| = 𝑨𝒙𝟏:𝒎ା𝒏| − 𝑨𝒙𝟏:𝒎|

𝑒଴ = ෍ 𝑡 ௧𝑝௫𝑞௫ା௧

ఠି௫

௧ୀ଴

𝑒଴ = න 𝑡𝑓
ೣ

𝑡 𝑑𝑡

ఠି௫

଴
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